PRODUIT SCALAIRE

1.
Définitions et premières propriétés
Déf 1 :
Soient 

 et 

 deux vecteurs ; on définit le produit scalaire de 
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Conséquence 1 :
Soient 
[image: image10.wmf]u

r

 et 
[image: image11.wmf]v

r

deux vecteurs colinéaires.

· Si 
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· Si 
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Conséquence 2 :
Soient A, B, C trois points distincts. On a 
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Remarque fondamentale : le produit scalaire de deux vecteurs est un réel.

Th 1:
Soient 

 et 

 deux vecteurs 
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Remarque fondamentale : Si 
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, mais, d'après le théoréme ci-dessus, la réciproque est fausse !

Th 2  :
Soient 

 et 

 deux vecteurs, avec 

, A, B, C trois points tels que 
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, H la projection orthogonale de C sur (AB). On a 
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Configurations de base :
.
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Th 3 :
Soit 

 une base orthonormée du plan, 

(x , y) et 

(x’ , y’) deux vecteurs.


Le produit scalaire des vecteurs 

 et 

 est donné par 
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Déf 3:
Soit 

 un vecteur. Le réel 
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 est appelé le carré scalaire du vecteur 

. On note 
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Propriété a priori très bête mais fondamentale : Soit 

 un vecteur. On a 

.

Conséquence : Soient A, B deux points du plan . On a 

= AB2. Cette propriété permet sans risquer de se tromper de signe (contrairement à la conséquence 1 de la définition 1) de passer du cadre vectoriel au cadre réel dans les calculs de distances. 
2.
Règles de calcul algébrique
Th : 
Soient 

, 

, 

 trois vecteurs, a et b deux réels. On a les trois propriétés suivantes :
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Conséquence : ces trois propriétés permettent de calculer avec le produit scalaire en utilisant des techniques « analogues » à celles utilisées avec les nombres réels. Par exemple, on a les « identités remarquables » fondamentales :
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3.
Applications du produit scalaire


a.
Application 1 : équation cartésienne d’une droite dont on connaît un point et un vecteur normal

Déf 1 : Soient D une droite, 

 un vecteur.




 est appelé un vecteur normal de D lorsque la direction de 

 est orthogonale à celle de D.

Prop 1 :
Soient 

 un R.O.N du plan, D la droite passant par A(xA ; yA) et de vecteur normal 

(, ).


Une équation cartésienne de D est (x – xA) + (y – yA) = 0.

Remarque 1 : Dire que D a pour équation cartésienne (x – xA) + (y – yA) = 0  signifie :

M(x ; y) ( D est équivalent à (x – xA) + (y – yA) = 0
Remarque 2 (rappel du cours de géométrie analytique) : une équation cartésienne de D pourra toujours se mettre sous forme réduite y = mx + p (droite non parallèle à (Oy)) ou x = c (droite parallèle à (Oy)).

Prop 2 :
Soit 

 un R.O.N du plan, D la droite d’équation ax + by + c = 0 , avec  a ou b non nul.


Le vecteur 

(a, b) est un vecteur normal de D.

Remarque 1 : la droite D d"équation réduite  y = mxp admet pour vecteur normal le vecteur 
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Remarque 2 (rappel du cours de géométrie analytique) : la droite D d"équation réduite y = mx + p a pour vecteur directeur le vecteur 
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b.
Application 2 : équations de cercle

Prop 1 (rappel) :
Soient 

 un R.O.N du plan, (C) le cercle de centre A(xA ; yA) et de rayon R.


Une équation cartésienne de (C) est (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2.

Rappel  : Dire que (C) a pour équation cartésienne (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2signifie :

M(x ; y) ( (C) est équivalent à (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2
Prop 2 :
Soient 

 un R.O.N du plan, (C) le cercle de diamètre [AB], avec A(xA ; yA) et B(xB ; yB).


Une équation cartésienne de (C) est (x – xA)(x – xB) + (y – yA)(y – yB) = 0.

Conséquence : une équation cartésienne de (C) pourra toujours se mettre sous la forme x2 + y2 + x + y +  = 0, avec   réels.

3.
Applications du produit scalaire


a.
Application 1 : équation cartésienne d’une droite dont on connaît un point et un vecteur normal

Déf 1 : Soient D une droite, 

 un vecteur.




 est appelé un vecteur normal de D lorsque la direction de 

 est orthogonale à celle de D.

Prop 1 :
Soient 

 un R.O.N du plan, D la droite passant par A(xA ; yA) et de vecteur normal 

(, ).


Une équation cartésienne de D est (x – xA) + (y – yA) = 0.

Remarque 1 : Dire que D a pour équation cartésienne (x – xA) + (y – yA) = 0  signifie :

M(x ; y) ( D est équivalent à (x – xA) + (y – yA) = 0
Remarque 2 (rappel du cours de géométrie analytique) : une équation cartésienne de D pourra toujours se mettre sous forme réduite y = mx + p (droite non parallèle à (Oy)) ou x = c (droite parallèle à (Oy)).

Prop 2 :
Soit 

 un R.O.N du plan, D la droite d’équation ax + by + c = 0 , avec  a ou b non nul.


Le vecteur 

(a, b) est un vecteur normal de D.

Remarque 1 : la droite D d"équation réduite  y = mxp admet pour vecteur normal le vecteur 
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Remarque 2 (rappel du cours de géométrie analytique) : la droite D d"équation réduite y = mxp a pour vecteur directeur le vecteur 
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b.
Application 2 : équations de cercle

Prop 1 (rappel) :
Soient 

 un R.O.N du plan, (C) le cercle de centre A(xA ; yA) et de rayon R.


Une équation cartésienne de (C) est (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2.

Rappel  : Dire que (C) a pour équation cartésienne (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2signifie :

M(x ; y) ( (C) est équivalent à (x – xA)2 + (y – yA)2 = R2
Prop 2 :
Soient 

 un R.O.N du plan, (C) le cercle de diamètre [AB], avec A(xA ; yA) et B(xB ; yB).


Une équation cartésienne de (C) est (x – xA)(x – xB) + (y – yA)(y – yB) = 0.

Conséquence : une équation cartésienne de (C) pourra toujours se mettre sous la forme x2 + y2 + x + y +  = 0, avec   réels.

c.
Application 3 : relations métriques dans le triangle 
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ABC désigne un triangle ; on note 
a = BC, b = AC, c = AB, 
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Prop 1 (théorème d'Al-Kashi, ou de Pythagore généralisé) : pour tout triangle ABC, on a 


a2 = b2  c2 – 2bc cos
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Prop 2 (théorème de la médiane) : Pour tout triangle ABC, avec I milieu de [BC] on a AB2  AC2 = 2AI 2  
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Le théorème suivant n'est pas au programme, mais peut intéresser certain(e)s…

Prop 3 (théorème des sinus) : Pour tout triangle ABC, dont l'aire est notée S, on a 


S = 
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On a donc 
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Conséquence : dans un triangle quelconque, la donnée de 3 paramètres (parmi 3 côtés et 2 angles) suffit en général pour connaître entièrement ce triangle. Il y a cependant un problème dans un cas : saurez-vous trouver lequel ?
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